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1. Neka je ABC jednakokraki trougao takav da |AC| = |BC/|. Upisani krug sa centrom u I
dodiruje stranicu BC u tacki D i stranicu AC' u tacki E. Tacka presjeka AD i BE je S.
Tacka presjeka AD s upisanim krugom je P(# D).

a) Dokazati da su tacke C, I i S na istoj pravoj.
b) Dokazati da tacke P,I,S i F leze na istom krugu.

Rjesenje:

a) Kako su CE i CD tangente na upisani krug iz tacke C, tada vazi |CE| = |CD| pa
kako je trougao ABC jednakokraki slijedi da je |AE| = |BD| odakle, uz |AB| = |AB] i
/EAB = ZDBA, slijedi podudarnost trouglova ABE i ABD. Zato je

/SAB = /SBA,

odnosno
|SA| = |SB|.

Trouglovi ASC i BSC su podudardni (|AC| = |BC|,|SA| = |SB|,|SC| = |SC|), pa je
ZACS = £ZBCS. Odavde slijedi da S pripada simetrali ugla ZAC B, odnosno pravoj odredenoj
sa tackama C'i I.

b) Kako je I centar upisanog kruga tada vazi

/IPS = /IDS. (1)

Analogno se dobija da je
/IED = /IDE. (2)



Iz podudarnosti trouglova SCE i SCD (|SC| = |SC|, |CE| = |CD|, ZECS = £ZDCS jer su
C, I, S kolinearne tacke na osnovu a) ), slijedi da je |[SE| = |SD|, odnosno ZDES = ZEDS.
Odavde i iz (2) slijedi da je ZIES = ZIDS. Odavde i iz (1), vidimo da je

ZIPS = /ZIES

tj. vaziib).

. Medunarodnoj konferenciji prisustvuju po dva predstavnika iz 27 zemalja. Dokazati da se
ucesnici konferencije ne mogu poredati za okruglim stolom tako da izmedu svake dvojice

ucesnika, koji predstavljaju istu zemlju, sjedi tacno 9 drugih uéesnika konferencije.

Rjesenje:
Pretpostavimo da je opisani raspored sjedenja mogué¢. NumerisSimo ljude redomsa 1,2, ..., 54.
Neka su z, yx, gdje je 1 < yg, redni brojevi zemljaka, k = 1, 27.
Za svako k vazi yr, —xp = 10 ili yp —xp =44. Nekajex =x1 + ... + 227, y =y1 + .. . Yor.
Tada je

y—x = 10m + 44n, (1)

za neke prirodne brojeve m,n. Takode
y+x=1+...454=27-55. (2)
Iz (1) i (2) zakljuéujemo da je
2y = 10m + 44n + 27 - 55,
Sto nije moguce jer je 27 - 55 neparan broj. Kontradikcija.

. Neka su z i y realni brojevi takvi da (z + 1)(y + 2) = 8. Dokazati da je (zy — 10)2 > 64 i

odrediti sve realne brojeve za koje vazi jednakost.

Rjesenje:

Primijetimo da je (zy — 10)? > 64, ekvivalentno sa |zy — 10| > 8. Dakle, treba dokazati da
realni brojevi z, y zadovoljavaju jednu od nejednakosti zy — 10 > 8 ili xy — 10 < —8, odnosno
xy > 18 ili xy < 2.

Neka je u = x4+ 1, v = y+ 2. Tada jewv = 8. Kakojexr =u—-1iy =v—2, to
jery = (u—1)(v—2) =uww —v—2u+2 = —2u — v+ 10. Dakle, treba dokazati da je



—2u—v+4+10> 18 ili —2u —v + 10 < 2, §to je ekvivaletno sa 2u + v < —8ili 2u + v > 8.
Kako je uv = 8, razlikujemo dva slucaja:

8

e Ako je u,v > 0, dokazacemo da je 2u +v > 8. Iz v = ; imamo

8
24+ —>8
u
& 2P —8u+8>0

s 2w—-2)2>0,

$to je ocigledno ta¢no. Jednakost vazi za u =21iv = % =4, tj. x=1,y=2.

e Ako je u,v < 0, dokaza¢emo da je 2u+v < —8. Iz v = % imamo

2u+§§—8
u
& 2P +8u+8>0
& 2w+2)2>0,

Sto je ocigledno ta¢no. Jednakost vazi za u = —-2iv = % =—4,tj. = -3, y = —6.

4. Neka je log,,(40v/3) = logs,(45). Dokazati da je a® cijeli broj i odrediti ga.

Rjesenje:
Na osnovu definicije logaritma imamo da je (4a)°83.(*5) = 40v/3. Kako je (4a)©8sa(45) =
(45)1°83a(4) | to je 401/3 = (45)°83.(40) | Posljednja jednakost je ekvivalentna sa

logs, (4a) = log,5(40 \/3)

Dalje imamo:
4 4
log45(40\/§) = logs,(3a - 3) =1+ logs, (3) ,

4 40v/3
logza | 5 ) =1logss | —=— |

IOg% (3a) = logsoy5(45).

odnosno

ili ekvivalentno:




Na osnovu definicije logaritma dobijamo da je
log (45)
4 40+/3
(3) °#

a =

3

Ostaje da se pokaze da je a® cio broj. Kako je
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